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¢ Gruncdrechen-
alRtieln

:> Lernen ist mehr als nur Verstehen! Wie geschieht eigentlich das Lernen?
Du wirst die Absichten und das Vorgehen dieses Lehrwerkes besser

verstehen, wenn du gleich diese Folie anschaust! =

www.eLearning-Soft.de

. i ?
Alle basic-modules kannst du kostenlos herunterladen: x\:?”e_?/s'e auclh werben: ¢ de/kontakt/
https://www.elearning-soft.de/ bs.//WWW. 2 eaTning-sot.de/ xonia

... wahle Verzeichnis >downloads/basic-modules<

Downloads und Kopien sowie das Einstellen in ein Netzwerk sind nur fir den
privaten Gebrauch gestattet. Die Nutzung von Kopien ist fiir jegliche Art des

kommerziellen Gebrauchs untersagt. © 2018 Gernot Mihlbacher
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Was Du zu diesem animierten Kurzprogramm INFO bekannt?

(basic-modul) wissen solltest: ... gleich starten: .
Ein so groBer Themenbereich wie >Wurzelrechnen< Leela B ) A e sclaen G i
ist zu umfangreich fiir ein Lernprogramm. umfang Arbeitsblitter (AB) und die
Durch Aufteilung entstanden fiinf basic-modules: reich entwickelten Folien (EF) zu diesem
Lehrwerk herunter und drucke sie aus:
*  Waurzeln Einflihrung.ppsx > Wurzeln Grundrechenarten AB.pdf
Was heiRt Radizieren? > Wurzeln Grundrechenarten EF.pdf ENSe[EEE
Sie sind fiir den Lernerfolg von groRer
*  Wurzeln (Er)klarungen.ppsx Wichtigkeit.
Was es zu beachten gilt! Wenn die Aufgaben auf den Arbeits-
blattern Schwierigkeiten bereiten, dann
*  Waurzeln Grundrechenarten.ppsx =Yaktuell schau dir den Lésungsweg zuerst auf dem
Addition, Subtraktion gestartet Bildschirm an und I8se sie dann danach
Multiplikation, Division aus dem Gedichtnis!
Ubungen Fir den Einsatz der eLearning-Software auf
e Waurzeln Pot+Rad.ppsx PC, Mac oder Notebook steht jederzeit
Wurzeln potenzieren auch die kostenlose Office Online-
Wurzeln radizieren Anwendung flir PowerPoint zur Verfligung.
B ReEne Mo Der Einsatz von Tablet-Rechnern (Android
«  Heron-Verfahren.ppsx od“er.iOS) ist ohne Qua!itétsverlust nur
moglich, wenn zuvor die kostenlose
Die genannten basic-modules kannst Du kostenlos PowerPoint-Mobile-App von Microsoft

installiert wurde. Hilfen zur Installation und
zum Gebrauch der App findest du unter:
http://www.elearning-soft.de
im Verzeichnis >services<

herunterladen auf unserer Website unter
http://www.elearning-soft.de/downloads/basic-modules/

... zu Folie:

of il alsfel7]s]o]wlufnla



http://www.elearning-soft.de/

Rechnen mit Wu rzeln Vergleiche in deiner

Beim Wurzelziehen und beim Potenzieren handelt es sich Formelsammlung die
um die jeweilige Umkehrung. Regeln fiir das Rechnen mit
(... also um den selben mathematischen Zusammenhang) Potenzen und mit Wurzeln!

T 5
Deshalb ist es nicht verwunderlich, dass du bei den jeweiligen Was fallt dir auf:

Regeln fir das Rechnen mit Wurzeln oder mit Potenzen eine Wenn du fertig bist:
grol3e Vergleichbarkeit entdeckst. KLICK!

In der selben Reihenfolge, wie wir sie beim Potenzrechnen erlebt haben, werden wir
erkunden, welche Regeln wir beim Rechnen mit Wurzeln einhalten missen.

Was muss ist zu beachten,
wenn Wurzeln addiert / subtrahiert werden sollen?

wenn Wurzeln miteinander multipliziert werden sollen?
wenn Wurzeln dividiert werden sollen?
wenn Wurzeln potenziert werden sollen?

wenn eine Wurzel aus einer Wurzel gezogen werden soll?
Begriffsklarung

Wir werden immer wieder den Begriff ,,Term“ gebrauchen. Deshalb hier eine Erklarung:

Der Begriff Term bezeichnet einen sinnvollen mathematischen Ausdruck. Er kann Zahlen
(1, 2...), Variablen (x, y, a ...), sowie Rechenbefehle (e, :, +...) und Klammern enthalten.
Er darf keine Relationszeichen ( =, <, > ) enthalten.

(=» das waren Aussagen, die wahr oder falsch sein kénnen.)




Welche Anforderungen (Eigenschaften)
muissen deiner Meinung nach erflillt sein,
damit du behaupten darfst, zwei oder
mehrere Wurzelterme seien identisch
(gleich)?

Gegeben sind sechs Wurzelterme:

3
2 +7\Va
10\/ 2
XY -5¢\Vxy
2
3 Va
_10'\’5_ 3
6°Vxy
—AB zu Folie 3

Fasse die identischen Wurzelterme
(oben) zusammen und berechne sie !

Kontrolle? ... KLICK
Vxy -5Vxy  =-4Vxy
3 3 ,— 3,—
7Va -Va = 6Va

Nur dann, wenn der

* Wurzelexponent und

* der Exponent der Potenz des Radikanden
(unter der Wurzel)

Ubereinstimmen, sind zwei Wurzeln identisch.

Ve
Va

Vereinfacht:

Vxy
-Va

5Vxy

g J—
6Vxy
3 —_
6Vxy und Va haben keinen
identischen Partner

Regel 1a: Nur identische (gleichartige) Wurzel-
Terme kann man addieren oder subtrahieren.

Regel 1b: Identische Wurzeln werden addiert/
subtrahiert, indem man ihre Vorzahlen

(Koeffizienten) addiert / subtrahiert.
Die Wurzel-Terme werden tibernommen!

w



Allgemeinster Fall:

Wir wollen zwei Wurzelterme, die weder im
Radikanden noch im Wurzelexponenten
Ubereinstimmen, miteinander multiplizieren.

Uberlegung: Wenn du die beiden Wurzeln
getrennt ziehst, dann ist das Ergebnis mit
Sicherheit richtig.

3 2

V8 e« VO = Das geht in diesem
\1, l, Beispiel leicht.
2 ¢ 3 = 6

Wenn die Wurzeln weder im Radikanden noch
in der Wurzelhochzahl (Wurzelexponent)
Ubereinstimmen, dann fiihrt nur das getrennte
Radizieren der Wurzeln und anschlieBend das
Multiplizieren der Wurzelwerte zum Ziel.

Unser Ziel wiére, die beiden Wurzeln so zusammen
zu fassen, dass mit einmaligem Wurzelziehen das
Ergebnis erreicht ware. Geht das?

Auf die folgenden 2 Vorschlage kommt
man am ehesten:

1. Wurzelexponenten mit einander multiplizieren:
2. Wurzelexponenten addieren:

V8sg = N7

Diese Losungswege flhren nicht zum
v richtigen Ergebnis.
Sie sind nicht erlaubt.

=—2;3527—

So musst du auch verfahren, wenn die Wurzeln
nicht so leicht zu ziehen sind (Taschenrechner).
(Die Wurzelwerte kénnen je nach Radikand
auch irrational sein.)

Lass dir das Wurzelziehen mit dem
Taschenrechner zeigen!

V8~ ¢ VI7 = 2,828 ¢ 3 = 8,485

VIOO> VIO =4,6416 » 3,162 = 14,68



Sonderfall:
Die Wurzelterme haben gleiche Hochzahl.

Dieses Mal wollen wir zuerst mit der sicheren

Methode den Wert dieses Produktes ermitteln.

V8 o V2T =
J J
2 o 3 = 6

Gibt es fiir diesen Sonderfall noch eine
Methode, wie du die beiden Wurzeln so
zusammen fassen kannst, dass mit einmaligem

Wurzelziehen das Ergebnis erreicht ware?

Auf den folgenden Vorschlag kommt man
am ehesten.

3 3

V8e27 = V216 = 6
Der Losungsweg war in diesem Fall
erfolgreich, und wenn wir die Idee

Wir haben noch nicht bewiesen, dass diese
Regel nicht nur flr unser geldstes Beispiel

gilt, sondern auch allgemein.
Unsere Behauptung:

Wir potenzieren beide Seiten der Gleichung mit n.

Wz . V&) = (Vvavp)
(V@ )'- (VB )" =aeb

a . b =aeb

Unsere Behauptung hat somit

(durch Aquivalenzumformung an der Gleichung)

zu einer wahren Aussage gefiihrt.

ggf. zuriick zu Folie n

€n,. Wurzel
ziehen und dann
wieder mit n
potenzieren:

Hin- und Riickweg

verallgemeinern, Fjann kommen wir zu Regel 2: Wurzeln mit gleichem Wurzelexponenten
folgender Formulierung: multipliziert man, indem man die Wurzel aus dem

W . W _ n\’—a—’—F Produkt der Radikanden zieht.

Den gemeinsamen Wurzelexponenten behalt man bei.




Ideale Radikanden entstehen oftmals erst beim Multiplizieren.
Die Anwendung der Regel Nr.2 zur Multiplikation In Wirklichkeit 18st sich diese Wurzel sehr

von Wurzeltermen mit gleicher Wurzelhochzahl angenehm:
bringt manchmal tiberraschende Rechenvorteile:
3 3 3
Wenn du diese Aufgabe durch schrittweises VI  VI6 = V62 = 14
Radizieren l6sen willst, dann bekommst du es mit
,ublen’ Zahlen und durchs Runden mit einem -
: e e 1,587401 ¢ 2,5198421 = 3,3
ungenauen Ergebnis zu tun. !
Ermittle den Produktwert! Teilweises Radizieren
VE o VE = Wenn du die Regel 2 riickwarts anwendest, dann kannst du viele
=13 Wurzeln zumindest teilweise ohne Rundungsfehler radizieren.
Vo ¢ VX = [x Das hat z.B. beim Vereinfachen von Termen groRen Brauchwert.

V75 = VI5e VT = 54VF
V23 e Vo =12 2000 = 1000+ VT = 10+ V7

3 3
VO ¢ V3 = |3 Weise nach, dass

3 3

VIZ+ VI8 =[6 VZ  VI6 « [ 2

3 3 V2o \7. B Kiirzen!
\’ a2 o \, Q =|a Ruckweg: Zurlck unter die Wurzel bringen

4 4 Wie hat der urspringliche Wurzelterm unter
V2 ¢ V8 = |2 lediglich einem Wurzelzeichen geheiRen?

Hast du Fehler? Woran liegt’s? 9V3 = VBI+3 = V243



versuche nun entsprechend, eine Regel
fur die ,,Division von Wurzeltermen” zu
formulieren!

Nicht hudeln! Griindlich reinknien!

Im Verlauf der Folien 4 bis 6 hast du dich
mit dem Thema ,,Multiplikation von
Wurzeln“ beschéftigt. Fertig? ... dann KLICK!

Ob du dir griindlich Gedanken gemacht hast, wirst du beim Bearbeiten der Aufgaben beurteilen
kdnnen. Scheue dich nicht, wenn nétig immer wieder bei den vorangegangenen Folien Rat zu holen!

Ubungen:
Nk 6Vab : 3Va = 6Vab _
% = —32—2 :\/1_2 4 3.\15_
2 Kirzen!
\EL - 2vE
\/a—B = = b Kirzen! /

oder:

|ldentische
/O e 2 =3\/—2- Wurzeln 6;/%\&,———2\/—

3
EE
-~

V3 kiirzen!
—_— Kirzen!
Va3 a
Va = /a/ Bist du dir im Klaren dariber, dass du beim
Lésen der Ubungsaufgaben stillschweigend
\/147 Vid7 Y nach einer Regel verfahren bist? Steuere
=7 > —_— 49 notfalls kurzzeitig die folgende Folie an!

V[ Vv i



Regel 3:

Zwei Wurzeln
dividiert man, indem man die Wurzel aus dem

Quotienten der Radikanden zieht.
Den gemeinsamen Wurzelexponenten behalt man bei.

mit gleichem Wurzelexponenten

Fohe‘ 5

zuruck zu
Fohe‘ 7

Das nachfolgende Beweisverfahren
(Rechteck) ist fiir Lernende interessant, die
sich fur einen weiterfiihrenden Mathe-
Unterricht fit machen wollen:

Erbringe den Nachweis fiir die
allgemeine Giiltigkeit der oben
stehenden Formulierung!

(Wenn nétig: Orientiere dich am
Beweisverlauf auf Folie 5!)

Durch Klicken auf den Button
kannst du das Beweisverfahren
Uberspringen. Néchste> Folie

Willst du einsteigen? ... dann KLICK
ins nebenstehende Rechteck!

Allgsemeiner Beweis:

n
Va
Unsere Behauptung: W

n
_ \’.i
- b

Wir potenzieren beide Seiten der Gleichung mit n.
Va )n ( ‘YiIE )”
(& )-(VF
(Va7 )" ) (\ [— )

Vo S

Unsere Behauptung hat somit

(durch Aquivalenzumformung

an der Gleichung)

zu einer wahren Aussage gefiihrt.
Beweis erbracht!




Bei Anwendung der Divisionsregel

Oft ungenau und umstandlich mit dem

reicht oft einfaches Kopfrechnen: Taschenrechner:
_\/Tz_ - 12 \/ Vergleiche! _VT_Z: - w = 1 9999
V3 V3 1,7321 ’
YT 3 — AB zu Folie 9
_ﬁ_ — 16_ - %/g = 2 denn23=8 Zwei bedeutende und typische
2 2 ' Fehler passieren im folgenden
40— 4 Lésungsverlauf. Findest du sie?
\/2 _ 1 1 denn(l/)“-l/ _———
i— -V T = 2 16 V18a2 + 27b2 _ b?)
V32 2 - = ~ =
...zweimaliges Kirzen! Vb sarzen:
14Vx2y5 _ 4x2¥ = 332 +3V3 = 3(8\/2_+ V3)
VA9yx*
Es gibt auch andere ~ 2xy? _Z_YE oder 2 _yz_ 1. Fehler: Einzelne Summanden (oder Teile davon)
Lésungswege! x2 X X aus einer Summe darfst du nicht kiirzen!
2. Fehler: Aus einer Summe darfst du nicht einzelne
2V7x5 _ 2 \/ X4X 2X2 V7x _ = x\Vx Summanden (oder Teile davon) radizieren!
xV 28 X\/4° 2xV'7 Richtiger Losungsweg:
2mn V18a2 +27b? _ -\/9 2a2 + 3b?) _

3 2mn .‘, 23
8m n 4m2.2n

dreimaliges Kurzen

/{%% V3p
2n ) | Van

Vb2

3 '\/Zaz + 3b?
Mehr geht

nicht!



Rationalmachen des Nenners:

Bei Briichen sollte man
—wo moglich- die Nenner
immer von Wurzeln befreien!

Vg _V6-Vg _ V-V
V8 VgVs

V@ ViV _ 4V3 V3
- B -8 2

2 2
Ve 8 8

Priife, ob dieses Ergebnis

stimmt!
6

Kirzen!
256 = %/23 =

V7= VBT =
3 3
V& V7 =37

viz _Via-Vs Vi _ VieV7 _ 47 _ V7

V8 I g 2
Zweiter Lésungsweg: Klrzen!

Via . V74 _ N7
VR 2

V27 _V27-V32 _ V3.9.2.16 _3.4-V32 _ 3V6

Der Trick mit dem 3. Binom:

3
(V8 -V5)
3 (V8+V5)
(V& -V5)-(Vg+ V5 )
,3/(\/§+\/§-) _

Kiirzen! /
V8 + V5

V32 V3230 32 32 8

Zweiter LOsungsweg: .
3W3.V2 _ 3V6

V27 _ Vo3 _ 3V3 _ _
a2’ 8
Kirzen!

V32  Vie2 4\f2 oder:
Schneller: Kirzen!
A y— 212
\/C(z V2 = ¢ (\/c )lz c2

6
3 —
Ve ] =
Kirzen!
Potenzieren und Radizieren heben

3 3
( i/?l ) = ({lyf)mr:ze” !( :h:: 2 7(= c2 sichaufl
Du kannst es aber auch als Kirzen

verstehen. 10



DIE REGELN ZuM WURZELRECHNEN IM UBERBLICK

Wurzelexponent Null ist und bleibt
zukiinftig verboten.

Potenzieren und Radizieren sind
Gegenrechnungen.

Radizieren einer Potenz
”\ / n

Potenzieren einer Wurzel
(nu ) n

Daraus folgt:

Vo (Va)

Achtung: Zu den Regeln 1 — 3 solltest du vorher das basic-
modul >Wurzeln Grundrechnen.ppsx< erarbeitet haben.

Regel 1a:  Nur identische Wurzel-Terme kann man
addieren oder subtrahieren.

Regel 1b:

Identische Wurzeln werden addiert / subtrahiert,
indem man ihre Vorzahlen (Koeffizienten) addiert /
subtrahiert.

Die Wurzel-Terme werden (ibernommen!

Regel 2: Wurzeln mit gleichem Wurzelexponenten
multipliziert man, indem man die Wurzel aus dem
Produkt der Radikanden zieht.

Den gemeinsamen Wurzelexponenten behalt man bei.

Va * Vb = Vaeb

Regel 3:

Zwei Wurzeln mit gleichem Wurzelexponenten
dividiert man, indem man die Wurzel aus dem
Quotienten der Radikanden zieht.

Den gemeinsamen Wurzelexponenten behalt man bei.

&




oder
Regel 4: Eine Wurzel kann man mit einem

Regel 4: Eine Wurzel kann man mit einem
Exponenten n potenzieren,
indem man zuerst den Radikanden a
mit dem Exponenten n potenziert

m
'\, 3 N  und dann die m:c Wurzel zieht.

an

Regel 5:
Man kann eine Doppelwurzel radizieren,
* indem man die Wurzelexponenten
multipliziert
 und dann in einem Schritt radiziert.

n - nem meh m "
\/\E = \/a V a = \/\I'a'
Regel 5 rickwirts
Daraus folgt:

Die Reihenfolge, in der man die
Doppelwurzeln zieht, ist beliebig vertauschbar.

Exponenten n potenzieren,

indem man zuerst die m’c Wurzel
zieht und dann den Wurzelwert mit

n
('\m/ a) dem Exponenten n potenziert

= (Va)

Regel 6: Wenn im Wurzelexponenten und im
Exponenten des Radikanden ein gemeinsamer
Faktor f enthalten ist, dann ist das Kiirzen
erlaubt (wie du es von Bruchzahlen kennst).

Kurzen! Erweitern
m/"— m r_
a / — a n

Achtung: Zu den Regeln 4 — 6 solltest du
vorher das basic-modul >Wurzeln Pot.+
Rad..ppsx< erarbeitet haben.
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WIE SOLL ICH MIR EINEN LERNVORGANG VORSTELLEN?
All dein Wissen und alle Erfahrungen, die du bisher gemacht hast, sind in deinem Gehirn

gespeichert. Ohne Abspeichern lauft nichts! So entsteht dein ,Bewusstsein’.

Es ist das Ergebnis vorangegangener Lernschritte. Lernen beginnt ja schon mit der Gebprt!

| L
Vergleiche die Aussagen

1 im Text mit der bildlichen ©
Darstellung! [

Lernen ist (nur) dann ein erfolgreicher Vorgang, wenn es
* auf dem bestehenden Bewusstsein (Wissen, Erfahrung) aufbauend

* durch Verknlipfung mit neuen Reizen (Informationen)
zu einer (moglichst bleibenden) Anderung deines Verhaltens fiihrt.

Ein neuer LERNSCHRITT
zeigt sich in Form von:
_ * heuem Wissen, Verdndertes
8 * neuen Erfahrungen, Verhalten
£° neuen Fertigkeiten,

* neuen inneren Haltungen / Einstellungen
<*

Frage:

Was mussen wir tun, um zu einer moglichst bleibenden
Verhaltensanderung, also zu erfolgreichem Lernen zu gelangen?
Lernen ist mehr als nur Verstehen!

Der neue Lernschritt ist erst abgeschlossen, wenn das neue Wissen und die neuen

Erfahrungen im bisher bestehende Bewusstsein fest eingebunden (gespeichert) sind.

Wenn diese Vernetzung unterbleibt, dann kann kein weiteres Lernen darauf aufbauen. .



